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Konventionen

Indizes

Wenn im Text nicht anders festgelegt wird, soll immer gelten:
Spinorindizes (komplexe Darstellung) 154l
Dreierindizes o =123
Viererindizes M =0,1,2, 3
Spinorindizes (reelle Darstellung) M :/AH': b 5 B
Oktonionische Indizes ( Es ) A=(aY) S
Oktonionische Indizes ( My ) M= ¥I1=01..1
Levi-Civita -Pseudotensor Epvud Comy st 1
Tetradenindizes (/«‘) 2 0. 4,%, 3

Bezeichnungen

Minkowski-Raum !le
Reeller pseudoeuklidischer Raum \R(:;t:
Komplexer pseudoeuklidischer Raum 4: ‘
Komplexe Dirac-Matrizen (Dim 4) \K,;
Reelle Dirac-Matrizen (Dim 8) ]
Komplexe pPauli-Matrizen (Dim 2) @a
Reelle Pauli-Matrizen (Dim 4) ][a
Oktonionische Basiseinheiten ( Es ) (FQ ;ﬂu\)

Oktonionische Basiseinheiten ( My)

a) Komplexe Verallgemeinerungen der EJ'

Oktonionen ( ’[TA";"TJ” )
b) /My ~Oktonionen vom Spinor-Typ ( 3/5 l'ﬁ/é/‘@r)
c) /Mu—Oktonionen vom Bispinor-Typ (Q ,'\i/ /@/“)
Reeller Spiegelungsoperator P - Y\)‘N[[r
Komplexer Spiegelungsoperator 2 Yp Y'A
Oktonionischer Spiegelungsoperator fir
den Vektoranteil \\/
Oktonionischer Spiegelungsoperator fir
den Spinoranteil \\/\/
Erzeugende der clifford-Algebra N-ter Ordnung Pk
Bispinor—Affinitﬁten H;‘
Abbildungsvorschrift fir eine Zahl Z A ()

Andere Vereinbarungen

Kommutator [A .6] =AD - BA
Antikommutator {A . 6} = A B+tDBA




Symmetrisierung Nk Mgy ° "Qh My - ’\2 1 ’YL K
Antisymmetrisierung V\{k’ng = q]h’“z + M lwlk
. o o 1, [N
Skalarprodukt My MR N]L\
o (A

14
Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention.



Kurzreferat

Der allgemeine Darstellungssatz der Geometrie regt an, auch bei
Kovarianz-Untersuchungen von physikalischen Bewegungsgleichungen
Spiegelungen als elementarste Symmetrien zu betrachten.

Es wird gezeigt, daB alle Raum-Zeit-Symmetrien der physikali-
schen Bewegungsgleichungen im flachen Raum durch Spiegelungen
darstellbar sind.

Mit Hilfe von Clifford-Algebren kann eine algebraische Formulie-
rung des allgemeinen Darstellungssatzes der Geometrie gefunden
werden. Eine fir dieses Problem spezifizierte Clifford-Algebra
wird Spiegelungsalgebra genannt.

Die Spiegelungéalgebra ist geeignet, der Lorentz-Transforma-
tionsmatrix fir Bispinoren und der Transformationsbeziehung fiir
Ortsvierervektoren eine geometrische Deutung zu geben, ohne auf
eine physikalische Theorie riickgreifen zu miisen. Man erhalt
beide Transformationsmatrizen aus einer spiegelungsalgebraischen
Transformationsvorschrift in expliziter Gestalt.

Die Oktonionen-Algebra erméglicht die Darstellung von Spiege-
lungen an Hyperebenen, die nicht durch den Ursprung der Koordi-
natensystems fiithren. Neben den allgemeinen Spiegelungen gewinnt

man auch die Transformationsgesetze neuer geometrischer Objekte.
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-N=4 ==> Clifford-Zahlen

Im Folgenden sollen Rechenregeln fiir drei Algebren bereitge-
stellt werden, die filir die vorliegende Arbeit von Wichtigkeit
sind. Herleitungen fiir die Rechenregeln sind z.B, in /2/, /4/,
/14/, /18/ zu finden,

- Die Pauli-Algebra

(2.53) g, : 7 & 5, [ ‘é) G, : i

GuGz,_ R So\ﬂ, +6Q£;CGC

—
Mit Hilfe der Pauli-Algebra kann der Spinvektorjz 7 ( AQ;Q)
dargestellt werden.

- Die Clifford-Algebra (N=4) /4/, /14/
2.54 : 0 i G
G

Die Dirac-Matrizen Y?L sind die Erzeugenden der 16 Diracschen

Basiseinheiten.

{(2.55)
&) y=,(¥,,b’ly3}/o
b) sz 5o

g Sprr i Ve, ¥l

@ R s a0
Ly SPRES o AN Pyl piS e LRty
_%Vm?mgjavmvﬂcﬁﬁﬁﬁucy

de ey

@b i) = A i D iR By fa e g
(Basiseinheiten der Algebra.)

e MW A Yy 28,0 SHY iy R ey e g

Wl Sa g Wg e s k§vsSps
(Pauli-Fierz~-Identitédten)

- Eowt Gspl ’S/uGVgV +Syg ?cp*“gsp‘?cv*SGv VR
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3. Der geometrische und der physikalische Spiegelungsbegriff

Das Verhalten physikalischer Grundgleichungen bei Spiegelung ist
deshalb interessant, weil sich alle Bewegungen durch Spiege-
lungen darstellen lassen /1/, /2/, /10/.

Wahrend es beim geometrischen Spiegelungsbegriff nur um Spiege-
lungen des Raum-Zeit-Kontinuums geht, beinhaltet der physika-
liche Spiegelungsbegriff zusdtzliche Operationen, die an den be-
troffenen GréBen auszufiihren sind /2/, /11/.

Wie das folgende Beispiel zeigt, stdBt man in der Feldtheorie
oft recht iliberraschend auf Spiegelungssymmetrien.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, dem Vorkommen von
Spiegelungen in der relativistischen Feldtheorie systematischer
nachzugehen. Dabei haben wir uns vom allgemeinen Darstellungs-
satz der Geometrie leiten lassen /1/, /2/, /10/:

"Jede Bewegung eines N-dimensionalen euklidischen Raumes
kann durch maximal (N+1) Spiegelungen an geeignet gewidhlten
Hyperebenen erzeugt werden."

Der Darstellungssatz kann auch fiir pseudoeuklidische RAume
verwendet werden.

Im nachfolgenden Beispiel soll das System Dirac-Feld und Max-
well-Feld auf Invarianz gegeniiber einer Transformation gepriift
werden, deren Charakter zunichst noch offen bleibt. ‘
Die Lagrange-Dichte hat die Gestalt /11/:

(3.1) L:—%%@Y#(W}F'LMA/AW)‘("?,;A‘/'LOLIBI/»{P)'XN'\F
T S LB

Wir machen fiir die Transformation die folgenden allgemeinen -

Ansdtze:

—

et BY g AT s e
/\Pl yq/{V/AV i ?%u' % fwfﬁv Ov
Xr‘

1

s .

113
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Nacheinander werden die einzelnen Summanden auf ihre Invarianz

untersucht.

a) Yt 30 U o UB ¥/ ip B2, ¥

v
Als Bestimmungsgleichung fir _w » findet man

(3.3) B/v =]D-4 B//A@ Y]/’V

Gehen wir mit dem Ansatz e

B 00 ot gl 00 % e it 2 i

7

in (3.3) ein, so finden wir nach einiger Rechnung:

@l Y0 s (5% = Lua, M),

Diese Matrix erweist sich als Spiegelungsmatrix.
b) iy

(anby AP PR e BT R DY

Aus (3.5) liest man die bekannte Beziehung
(3.6)

Y R By

ab.

c)

(3.7) W:p‘ IR Vo B ipp 3. ¥ DY

Aus (3.7) folgt wieder die Beziehung (3.6).
d)

e R R

e)

(3.9) E)l/»vHI’MV:Y]/ASY)v) YT’MSV)V)Ds)HS)

: T o 3
Aus dd (DpvH™) = dd (B5aB3?) forgt d&i(.p f‘v) 52 4
Wir wahlen den Fall o ( Y1 p V)= <o,
Die Spiegelungssymmetrie hat sich in diesem Fall als die ele-

mentarste Symmetrie erwiesen.
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6. Anwendung der Spiegelungsalgebra auf den ﬂ»1u

5.1.Die spezielle Spiegelungsalgebra des qu

Unter einer speziellen Spiegelungsalgebra wird eine Spiege-
lungsalgebra verstanden, die Spiegelungen an Ebenen realisiert,
die durch den Ursprung des Koordinatensystems verlaufen.

Die Dirac-Matrizen sind die Erzeugenden der Clifford-Algebra des
Minkowski-Raumes. Aus diesem Grunde definieren die Dirac-Ma-
trizen auch die spezielle Spiegelungsalgebra des ”W Y .

Laut speziellem Darstellungssatz sind zur Erzeugung einer
Drehung des mﬂq vier Spiegelungen notwendig. Deshalb erhdlt derl
Drehoperator die Gestalt:

s D e
P ot L L el S0,

Mit (5.1) schreiben wir die Transformationsbeziehungen fiir die
Drehung auf:

(B:2) . Flg X}A Je Yy :DX}AXPD"‘
: Peapen Drgp-d
LSRRGt PR
Durch schrittweise Umformung von (5.2) finden wir:

T DR B
2l kLW F X

Aus (5.3) lesen wir zwei wichtige Beziehungen ab:
(5.4)

a) X/‘J‘:YL}NGY‘)&E% Ylngn%vXV = d}AVXV
Bl X WP D™ - dp¥ %, WP
bzw;

g) xly I)-‘4 = BCp C{fkv .

Die Beziehung (5.4a) gibt die Drehung eines Ortsvierervektors
wieder. Die Drehung des Minkowski-Raumes entspricht der Lorentz-

Transformation. Wir haben die Lorentz-Tranformationsmatrix
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fiir Vierervektoren in Abhingigkeit von den Normalenvektor-Kompo-
nenten der Spiegelhyperebenen gewonnen.
Vergleicht man die Beziehung (5.4b) mit der Transformationsbe-
ziehung (2.45), so wird deutlich, daB D die Bispinor-Trans-
formationsmatrix fiir endliche Lorentz-Transformationen ist.
Die Matrix 9 soll nun eine praktikablere Gestalt
erhalten. Wir gehen deshalb mit den Beziehungen (2.55d) und
(2.55e) in den Operatorausdruck (5.1) ein:

(5.5) S v v
D"YJ,M"QVYQS "QG(‘?P LGl 8% ¢
+21vzs<;sll\\/ _Z(szgs(sﬁ + YVGSMP _+)?/Ag8vb'+ v/AGS SV)
‘YZ}AQV)VG+V2V§)?/AG = LC,,WSG‘ X )

Dur.ch Umordnen von (5.5) erhalt man:

(5.6) §EtaiEnag 2 il G W 4 c,qu’N
= /Y) ’n + i
C, “2) (34 ﬂg)ﬂlﬂ nﬂ)OZM)
i e }A\/gg
G ik NapitGiv g N8

G ? 2 B Q) s 0 0 e = T W)

A gss Y0 el

Da fiir spatere Untersuchungen die infinitesimalisierte Bispinor-
Transformationsmatrix bedeutsam ist, soll durch folgende grobe
tiberlegung gezeigt werden, welche Gestalt diese Matrix besitzt.

Wir nehmen an, daB die Normalenvektoren nahezu zusammen-
fallen:

a) Wikl B A2 BEU P12 O p s (= 1 L =)
Deshalb folgt: 9

C4 S /} ) C)_ g O X C/‘A\}_»/]‘},O(’/MV

Die infinitesimalisierte Matrix hat die Gestalt:

' A v
(5.7) | DM{-: A+ iOL;AvSP'

O(/w: infinitesimale Parameter
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7.4, Auslaufende Betrachtungen zu Riemann-Raumen

7.4.1. Der Tangentialraum

Jedem Punkt des gekriimmten Raumes kann ein System linear unab-
hiangiger Vektoren )(mﬂ "angeheftet" werden. Um die Rechnung
iibersichtlicher zu gestalten, soll angenommen werden, daB die
Vektoren,xxvﬂim betrachteten Punkt das lokale Minkowski-System
"aufspannen'.

(7.29)

g d =
%(M)(;A) & )(x) ) (M Qev ° O(‘e(“/"
’YZ(Y()(['\) . d"O\‘g =1 4, 4.4)

Der Ubergang zu einem neuen Tetradensystem wird durch folgende
Transformationsbeziehung beschrieben:
{(7..30)

(p' (m' N GRY B o o
)3 ) ()A))‘S )A{AmAm"gm'.

7.4.2. Aspekte der Spinor- und Bispinor-iUbertragung

Eine ausfiihrliche Darstellung des Problemkreises Spinor- und Bi-
spinor-Ubertragung ist in /3/ zu finden.

Im Folgenden sollen einige Grundgedanken dargestellt werden. Es
interessieren nur kontravariante Spinoren (Fﬂ . Die Ubertragung
der kovarianten Spinoren‘?ﬂ erfolgt analog.

In enger Anlehnung an die Tensoriibertragung definiert man die
kovariante Ableitung folgendermaflen:

(7.31)

a) ?sx BTN s ) @A, =4 :Spinor-Affinitéaten
= 90 B0t S

b) kpﬂu}*' o e Bk A’;» .

Aus (7.31a) und (7.31b) folgt die Transformationsbeziehung fir
die Spinor-Affinitéaten:

(7.32)

'

»

—
3

g 7
Lt

[

i€} | '
Ap A% AIZ' A';A' - A}t,,» Ade Ar;»’ ;

Fiir die kovariante Ableitung eines metrischen Spinors kann ge-

schrieben werden:
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(7.33) oA A L A A L AAMA
B} P - y s + X LZ.A.]A+ =

Analog folgt fir die Ableitung der spinoriellen Basisvektoren:
(7.34)

: . . : s :
,%ﬂﬁm ’ﬂnA”A+%AAEVUy'*E]Ap%nA

Fiir alle weiteren Rechnungen wird postuliert:

(7.35) 4/],"““}‘ S

na d
Aus (7.35) folgt mit Oy = -4 My und  Myu = 0

(7.36) 2
f4 -

noypM

Aus der iibertragungsvorschrift fiir Spinoren (7.30) folgt die
Ubertragungsvorschrift fiir Bispinoren:
(7:37)

a) QP!IV = \y,y *[j y’q/’ r]v :Bispinor-Affinitaten

b) \VLV': (;-qu A:' .

Die Bispinor—Transformationsmatrix soll mit 65 bezeichnet

werden: ’\Vl = (; \y .

Geht man mit (7.37a) in (7.37b) ein, so folgt fiir die Bispinor-

Affinitat die Transformationsbeziehung:

S T LIRS o (T S O M o

Wegen (7.36) erhdlt man fiir die kovariante Ableitung von X)rA:
(7+39)

Yfﬁﬂi: B))Al\’ + rjruv X)‘ t [ H Y, BlP] =0 .
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,A
Da r1nVChristoffel-Symbole sind, kann auch geschrieben werden:
(7.40)
e = g
Yu\/‘yﬁ,‘v+[ﬂvlyr] 0

Es l1aBt sich zeigen, daB man mit dem Ansatz
(7+41) 1
= o A
r]v L Y,« Y ;v
die Gleichung (7.40) erfillen kann.

7.4.3. Spiegelungsalgebra in Tangential-Raumen
7Zwischen Riemann-Raum und Tangential-Raum besteht der Zusammen-

hang: K
™) 8) pon " ”
)/") VY](M)((\:'O}}N :dsz”\?m“s)dx o X )=%/..v0l)("d)(.

n)
Beziiglich des Tangential-Raumes erfiillen die Dirac-Matrizen X(

die Antikommutator-Beziehung:
(7.42) Gy e . (LE) B Gl Py ) v v ®
TaaN iy Ayt agh Yy Y

Die Spiegelung eines Vektors des Tangentialraumes ist durch

folgende Beziehungen festgelegt:

(7.43) - 5
,Y\l“) = ) /l‘ yr ) P g ’n(u) YW( * "ﬂ,u \(}& )
| = | () 0 \M)?-4_ ! M _?x )“?4
z = X ¥ 2= Xow ¥ ‘X/Ay ’ »d A
i) agpep
‘“:‘MA feRe ) Wy ) 2 &
X}ﬂ) # Yhf” ), O th\ 2 (xhp\ 3 ELYLﬂ\n )
= 2 " vy S
o )(p‘“ ) S ( % ”g E %1-'ﬂ " Y\%) : )(yq )‘3 Y\“
(7.44)

(hﬂ Y\r)W) = g Y])Av = =

Die Beziehung fiir die lokale Bispinor-Spiegelung hat die

Gestalt:

(7.45) ,\*/ | » P '\{j

Wir definieren die Ableitung des Spinors in Analogie zu den Er-

gebnissen unter 7.4.2. folgendermafBlen:

140 s s Y
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Aus qu=P Y/ folgt mit Beriicksichtigung der Forderung, daB
die kovariante Ableitung eines Bispinors einen Bispintensor er-
geben soll:
(7+47)

’\V‘up' | ?w”ﬂ W/‘Fl.

Nur mit solch einer Ableitung kann eine zur Flachraumstruktur
analoge Wirkung s fiir die Dirac-Gleichung in der gekrimmten
Raum-Zeit gebildet werden:

L &P ¥y Wi w.
Wir errechnen die partielle Ableitung des transformierten Bispi-

nors:

(7.48) W:a' :Y](x‘(PW),G
:Ylgxl(p/\l/yc i p;SW) .

Auf Grund der Ortsabhangigkeit der Matrix §) erhdlt man einen
zusatzlichen Term ?ﬁc WV . Im flachen Raum ist wegen der Kons-
tanz der Matrix T) der Ausdruck ?,6 identisch Null.
Fiir den Riemann-Raum gilt jedoch die Beziehung:
(7.49)

fatﬁ) A ) /:G) p;f‘ ol .

Um den AnschluB an das Transformationsverhalten im flachen Raum
zu bekommen, ersetzen wir die partielle Ableitung " 1 " durch
die kovariante Ableitung " I "

Es ist nun noch fir die Bispinor-Affinitat eine explizite Form
zu finden.

Wir gehen deshalb mit (7.46) in (7.47) ein.

(7.50)

“V'uf*' s P i P[‘]/AY)FM.«V

Die Transformationsvorschrift

o= Py

setzen wir in (7.46) ein und erhalten:

(150 Y DY Py TP Y.
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| v
Beriicksichtigen wir, daB wegen X/ﬂ =’Xﬂ ,bv': )ViY)V' fiir die

( i :
Bispinor—Affinitatenf7p‘= f7p‘ = YUA” ﬂp gelten soll, so finden
wir durch Gleichsetzung von (7.50) und (7= 615

sl [ =4 PR

\Vuv qylv " % P’P)\/ NY

Die eben gewonnenen Erkenntnisse kénnen bei der Formulierung der

Dirac-Gleichung im lokalen Lorentz-System verwendet werden.
(7.53)

A -
a) XI‘)'\V“P i -hC\)‘/ 0

bij Wlup‘ = pwu)ﬂ Y}/”'P

Wendet man die Transformationsvorschrift (7.53b) viermal an, so

findet man:
(7.54) ; A D s

'\Vu. = | ?S Swllﬂwﬂnwusng]S,‘.

f" Y "3 21 P 1 3 %

Man identifiziert

§ = PR RE

4 Jy 2 Y4

als lokale Bispinor—Transformationsmatrix fiir endliche Lorentz-

Transformationen und
13)

LM - (M) () (6)
L . L ﬂ (MlVl (6) n (p‘n o

als lokale Vierervektor-Transformationsmatrix fir endliche
Lorentz-Transformationen.

Die Beziehung (7.54) erhalt somit die Gestalt:

(7.55)
\
bl / ,A 1
\Vu}l' g’qu)ﬁL P
Die dazugehorige Bispinor-Transformation lautet:

(7+56) myi " gi’q/ .
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Zusammenfassend kann die Dirac-Gleichung und die dazugehodrigen
Transformationsbeziehungen fur die Bispinoren und die Bispinor-
Affinitaten folgendermaBen aufgeschrieben werden.

(7. 57)

YW ki T
Wit womse Ml 4180
[ = CITY

Q :Wﬂ Xﬁ ‘VMF‘Y””

P ol Algoig
Vil b gt = e T my)



